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Ep relive de MATHEMATIQUES 
(Duree : 3Heures) 


Avcrtissemcnt : 

- Les 4 exercices dot rent etre trades sue ties feuiiles sipuries. 

- // sera tcnu compte duns V appreciation ties copies de la concision et de la 
precision de in redaction. On pourra admettre ies res/dtats d'une question 
pour fruiter les suivantcs. 



Exercice 1 


Suit (A',i)n>i unc suite de variables aleatoires reelles tie carre integrable et de meine ospcrcmce 
o>. hid le qi.|p : Vn > 1, Vp > 1, Var(JV n + 4 A' ni . JJ t ) < h'p 1 on K cst line const ante atrictement. 
positive et, oil 0 < 7 < 1. On && propose de demoiurer que 


q 1 " 


n 


t = 1 


n-H-« 


7 ;? pfesque surement et eu moyojine qLifutiMtiqur. 


Sr, 


1) a) Montrer que I 1 on peut supposer m = 0. 

b) On suppose dorenavanl. qtiu m - 0. Etablir rli roc tomcat quo 
quadratique. lcusque u -> \ esc. 

c) On 3P donne tut euticr k > 1/(2 - 7). Montrer que 


w>„, Ep(lfj^) 


< +OO. 


Eli dtiduire quo 

r 


(*-¥)’ 


0, presque surement, iorsque p -> + oo. 

, . L . a 

2) On pose pour p > 1 , Y p = max 

p'<n<[p-+ 1 1* 

a) Montrer que E[Y P ) < — [{p + 1)* /]*, 

b) En deduire que Ij, — ► 0, p. s., lorsque p — j- +oc. 

3) O 11 pose p(n) rentier qui verifie p{n)* < n < (p(n) + l) k . 
a) Montrer que 


71 


V »0* 


.S' 


0 presqtip an re merit, lorsque n — h +og, 


0 en moyenne 


b) En deduire que — converge presqne surement vers 0, lorsque n — ► +x. 


Exercicc 2 


Soieni (E. < . >e)- (F T < . >*•) des espaccs de Hilbert reels, do dimension infinie, 

soparables. Soil (f- M )n>i (resp. (/ n ) ft? i) une famille orthonormalo de E (resp. F). Pour tout. 
u £ E, tout u 6 F, on definit v® u : E — ► F par t (u ® u)ix) =< x, u > f; u pour tout 
J.' £ E. On note j C{E, F) I’espacc vector ini des applications lineaires continues sur E et, pour 

MMlif 

MU ' 


A€C[E..F), H|=aup{ 


’ s €. E . j ^ 0 } la normc uaturellr- 1J1 ' / i. 


]) a) Dnmontrer que v 0 u e C{E , F) et calculcr sa uormc. 

b) Dccrivcz i Im(r ® uj et Ker(v0 «). Determiner (u<Su)*, I’adjoitji de 0 ®tt. 

c) Si ui 6 E> it’2 € E, rq € F, ff ■/ € verifier que (ui@ui)a (u 2 ®w 2 ) = 


2) Sol r (A t J rt >i ime suite fie reels bornee. On pose pour tout x € E : 

too 

- Y. e»i)(ac)- 
11=1 

Demontrer tjn’uti d&iuit riiusi A $ £(E , F), Calruler ||d|J. Determiner .4*. 

3) On suppose que A n ^ 0 pom unit. n. 

a) Demontiet que .-1 csl injective si et settlement $i {e, t ) est une base hilbertietme de E. 

b) LMnroutrer que [in(.4) esl par to ut dense dans F si et smilement si (/„) ps(. une base 
hilberticune de F- 

4) On suppose quAI exists n el 0 reek tcls que 0 < a < |A n | < 0 p<.jur tout n. A qiiellets) 
coiidUionfti) A~ ] existe-t-il, avec A~ l G £{F. E) ? Determiner A~ l . 


Exercice 3 

Soit / la fond ion pcriodiqlle dc poriodc I qui vaut 1 sur 


0. - | el, - I stir 


■ , 0 


. Soit 


S " w “ Jr ., (i partielle de la serif dc Fourier au rang n, 


asaouiee a la fond. ion /, an point x 
1) Verifier que 


oil D n esl, le noyau de Dirirhld I D„ (f) - 


'T 4 
X+ » 

SLtl(2T( + 1 ) '» S 


sjx) = r D n [t)dt - f I+1 D„[t)dt 

J-I J-t+z 


sill rt 


2 ) Montiei qu'il exist, e A’, t IK* tel que V.r 6 [- j, i 


) 


\s n [x) - f D B (0dt| < — 

J-t In 

3) Monitor qu'il cxiste IC t € IR+ tel que Vi e [- j - jl : 

r D n { t ) di . - r •'"■ 2Tt + *■ ~ 

J- Jt J-x J[t 


1<2 

< — 
n 


4) Montrer que, pour n > 2 , la fonction %( j ) = j 


x sin(2ji + ])ai 


absulu sui f), - 

J 4 


Kl. 


dt atteint son maximum 


au 


point x = - - — ^ et que la valeur de ce maximum ne depend pas de n. 


Muntrer que In .suite S„(— ( 'l rat convergent, e d que sa limite est strictemeni supeneui a 1. 
Eu deduire que la convergence de 5„{ r) vers j{x) n'est uniforme sur aucun voisinage de 0 
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Exercice 4 

Soit / £ C*(IR,\lR) tel que /(r) — > +c« quand 1|r[| — i +oo ( | d&igne la norme 
end i die line si it LH A ) - 

1) Montrer qu’il existe R > 0 tel que /( x) > / [.%) pour tout x $ Bn, avec Bn — 
{i e 1R V ■ ||j;|| < /?,}. 

2) Montrer qu'il exists M\ > 0 tel que | < II[x)y,y > | < M"i|[sf[l 2 pour tout tj £ IK ' et 
tout x £ B K 4.1 {<.,-> designe le prodnit scalane euclidien, H[ x) ost la rnatrkc hessienne de 
/ an point .r el. R est dunue a la question 1) 

3) On suppose x„ rotititi (n £ K). On pose u) n — -V/(x„) oli V/(i„) designs ie gradient 

de / en Jjj. Si u? tt — U, on pose — x„. Si ^ 0, montrer qifit exists p > f) tel que 
I{ ;s 'n + pu) n ) < f ( j;„ + ) pour tout ji > 0. On choisit alors un p n > 0 tel que f(z„ + pv&n) S. 

f(x„ + pu„) pour tout p > 0 et on pose ,r n+] - x n + p n u!„. 

On considers, dans les questions suivantes, la suite (Jnjnew ainsi const ruii-e. 

4) Montrer quo (avec R ct Mj donnds mix questions precedentes) : 

(a) La suite (/{x n ).)„ tw est une suite convergentCj 


(h) jr r i £ Bn pour tout « £ IN, 


(c) f{x „ + pu n ) < f(x n ) - p|!<J n || a -l- ||ur B f|‘ pour tout p £ 


?' IMll 


(d) f(x^ x }<f(x n )- 'bf-, ||u/ n || < \f u 

ZM\ 


(e) -/(x n+1 ) + /(a;„) > 


2 M 


avec M - sup (ATi, Afe), M 2 = sup{ || V/(r ) || : x £ Br] 


5) Montrer que Yf{x n ) — *■ 0 (quand n -> +x) et qu’il existe une sous suite (u*)* €w telle 
que x nh — ► x quand k — t +oo et V/(s) - 0. 

6) On suppose qti il esiste un unique x £ IR’ tel que V f{x) - 0- Montrer que f[x) < J(x) 
pour tout .j: £ E ,v ct que x rl — f ± quand n -* h-oo. 
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